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Espacio de medida: Q@ =N, A="P(N), p = ndmero de elementos

x:N—[0,00] /Nwduzz:z(n)
=l

Lp(p) = Lp(p) = {z e K" : Z|mn)|p<oo} I, (0<p< o)

o

rely, = /Na;d/.tznzglw(n)
Loo(p) = Loo(p) = {weK : sup{|m(n)|:n€N}<oo} =

Lo() = Lo(u) =K" =w
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lee = {m ek :sup{|z(n)|:n eN} < oo}
Espacio de Banach con la norma
[zlloo = sup{lz(n)| : n €N} (7 €loo)
Convergencia uniforme en N: zy, €lc VREN, z €l

|lzn —z|lcc =0 <= lim zn(k) =x(k) uniformemente en k € N
n—oo

Subespacio denso:
lo = Lin{xp : ECN}

loo no es separable: E,FCN, E#F = |xg—XxFlleo=1
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Vectores unidad:  {en, : n € N} CKYN | en(n) =1, en(k)=0Vk#n
N

coo = Lin{en:nEN} = {ZAkek : NeN, )\1,...,)\N€K}
k=1

co = {:UEKN ¢ lim m(n):O}

n—oo
@ = {xEKN : 3 lim x(n)} = co ® Ku (u(n)lenGN)
n—oo

y

Observaciones

@ ¢ y c son espacios de Banach (subespacios cerrados de lxo)
o0

@ cpp esdensoency: x€Ecg = T = E z(n)en

n=1
Serie incondicionalmente convergente en cp. Los vectores unidad forman
una base de Schauder, de hecho una base incondicional, de ¢g
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Espacios [, con 0 <p < 00

Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1

Para 1 <p < oo, lp es un espacio de Banach con la norma:

1/p

oo
lzllp = [ D lem)P (€ lp)
n=1
Para 0 <p <1, lp tiene la topologia asociada a:
o0
@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(n)[P  que le convierte en un F-espacio
n=1

o0 l/p
@ O mejor, la casinorma: ||z||p = Z |z (n)|P que le convierte en

n=1
un espacio casi-Banach

i1
lz+yllp <277 (lzllp +lyllp) (2,9 €lp,0<p<1)

Para 0 <p <1, lp no es localmente convexo
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Espacios [, con 0 <p <

@ cpp es un subespacio denso en [p:

[ee]
zEl = a::Zm(n)en
n=1

serie (incondicionalmente) convergente en . Los vectores unidad forman
una base (incondicional) de I,

@ Dependencia de p:
0<p<g<oo,z€lpy = z€lg, |zllq<lzlp

La inclusién I C lg es estricta y el operador Id: 1, — lq es lineal continuo
e inyectivo, pero no es un monomorfismo
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o w=KY Ia topologia producto es la asociada a la pseudonorma

w1 jz(n)
[9310—;2—nm (x€Q)

o La convergencia en w es la puntual:

[2n—2]o — 0 < lim zn(k)=xz(k) VkeEN

n—oo

w es un espacio de Fréchet no normable
@ oo es denso en w y w es separable

@ Para 0 < p < g < co, como espacios vectoriales:

co0 Clp ClgCcpCcCleo Cw
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A#0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)
X EVT separado, {z) : A€ A} C X
Red de sumas finitas:

Sy=> z\ (JEFN))

AEJ

{zx : A€ A} sumable <= {S;} convergente

ZmA =z < {S;}—=z
AEA
YU eU(0) 3JgeF(A) : JEF(A), JDJy = Z""A —z €U
AeJ
Condicién de Cauchy:

YU €U(0) FJoe F(A) : KeF(A), KnJo=0 = Y z)\€U
AEK
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Z(aw\ +Bby) = aZaA + QZb,\

AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Z:L')\ =T < ng(i) =

AEA i€l
@ Operadores: X,Y EVT separados, T' € L(X,Y),
x—Za:A en X = T(z ZT.CE)\ en Y
AEA AEA

o Consecuencias de la condicién de Cauchy:
(1) Subfamilias:  Ag CA = {zx:A€Ap} Cauchy
2) UeU(0) = {reA:x)¢U} finito
(3) Si X es metrizable: {A€ A:z) #0} es numerable
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Relacién con las series

@ X EVT separado, A numerable. Para {z) : A € A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
(b) o0:N— A biyectiva = Z:cg(n) converge.
n>1

Si se cumplen (a) y (b): Zxk = Zxa(n)
n=1

AEA
@ X EVT metrizable. Para {x) : A\ € A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
(b) A1 ={X€A :z)#0} es numerable y para cualquier
biyeccién ¢ :N— Aq la serie Z Ty(n) CONVerge
n>1
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000000

Espacios de sucesiones Familias sumables

000000 [e]e]e] ]

Familias de niimeros positivos:

{px:A€AICI0,000 D px = sup{ D pr:JeF(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <— Z‘O)‘ < o
AEA

X EVT metrizable, con pseudonorma v:

{z): A €A} absolutamente sumable <= Z v(zy) < oo
AEA

v

Sumabilidad y sumabilidad absoluta

o X F-espacio <= toda familia absolutamente sumable es sumable

@ En dimensidn finita toda familia sumable es absolutamente sumable

@ Teorema de Dvoretsky-Rogers (1950): En todo espacio de Banach de
dimensién infinita existe una serie incondicionalmente convergente que no
es absolutamente convergente, equivalentemente una familia sumable que
no es absolutamente sumable |
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Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nimero de elementos

z: A —[0,00] /mdu Z

AEA

Lo(p) = Lp(u) = {z € K* : D sV <o} = I (0<p<oo)
AEA

rell = /mdu Z

AEA

Loo(p) = Loo(p) = {xEK : sup{lz(V)] : )\EA}<oo} =

Lo(p) = Lo(p) = K"
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B = {a: ek? . sup{lz(A)|: A€ A} < oo}
Espacio de Banach con la norma
lzloo = sup{lz(V)] : A€ A} (€ lx)
Convergencia uniforme en A:  zy, € lé\o VneN, xe lé\o

|lzn —z||lcc =0 <= lim zn(A\) =2(A) uniformemente en A € A
n—oo

Subespacio denso:
B = Lin{xg : ECA}

A infinito = lé\o no es separable: looglé\o
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Vectores unidad: {ey : A€ A} C KA, ex(A\) =1, ex(0)=0VdeA\{)\}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
Familias convergentes a cero:
z€co(A) <= Ve>0, {AeA:|z(N)|=e} € F(A)
Familias convergentes:

c(A) = co(A) ®Ku (u(X) =1VAeA)

v

Observaciones

o co(A) y ¢(A) son espacios de Banach (subespacios cerrados de I4,)

@ coo(A) es denso en cp(A):  zE€cp(A) = z= Zx()\) ex
AEA

Los vectores unidad forman una base, de co(A)
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Espacios l;} con 0 <p<oo

Ip={zek": > (VP <o} (0<p<o0)
AEA

Para 1 < p < oo, l;} es un espacio de Banach con la norma:

1/p

Izl = { Y le()P (welp)

AEA

Para0<p<1, lI/,\ tiene la topologia asociada a:

@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(X\)[P que le convierte en un F-espacio
AEA
1/p
@ O la casinorma: ||z||p = Z |z(A)[P que le convierte en un

AEA
espacio casi-Banach

Si A esinfinitoy 0<p<1, lé,\ no es localmente convexo
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Espacios l}? con 0<p<oo

@ coo(A) es un subespacio denso en lf,\:

xelﬁ = o= Zw()\)e)\
AEA

Los vectores unidad forman una base de l;,\

@ Dependencia de p:
A A
0<p<g<oo,z€l, = zcly, ||zq<zlp

Si A es infinito, la inclusién lf,\ - lé\ es estricta y el operador
1d: l;} — l? es lineal continuo e inyectivo, pero no es un monomorfismo

v
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e En K" es natural considerar la topologia producto, que le convierte en un
ELC separado y completo. Si A no es numerable, K" no es metrizable

o Convergencia puntual: {x;} red en KA, z e KA
{r;i} >z <= {z:(N)}—>z()) VAEA

coo(A) es denso en KA

ek = ac:Zx()\)eA
AEA

o KM tiene la propiedad de Heine-Borel: todo subconjunto cerrado y
acotado de KA es compacto

Para 0 < p < g < co, como espacios vectoriales:

coo(A) C Iy Clg Ceo(A) € e(A) € 1 K
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|z)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay + z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+(2) = forma sexquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (x|z), de X en R forma cuadrética)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)

v

Norma de un espacio pre-hilbertiano
le| = (2l2)'/?  (z€X)
Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

||y < [l lyll

Espacio de Hilbert cuando la norma es completa

Polarizacién:  Re(zly) = 1 (llz+yl* —llz—yl*); Tm(zly) = Re(aliy)

<
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Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
la identidad del paralelogramo:

2 2 2 2
le+yll” + llz—yll” = 2[l=]” + 2[ly]I” Vz,yeX

Ejemplos

(©,A, 1) espacio de medida no trivial:
JABeA: ANB=0, 0< pu(A) <oo, 0< u(B) < oo

Entonces:
Ly(p) Espacio de Hilbert <— p=2

Producto escalar en La(p):

(flg) = /Q f9du (foelaw)i  (aly) = 3oy (zyeid)

AEA
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién éptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

te€H = 3! Po(z) €C: ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

Pc(x) se caracteriza por:  Re(z— Po(z)|ly— Po(x)) <0 Vyel
@ Si M es un subespacio cerrado:  (z— Pys(z)lm) =0 Vm e M,

1’—PM(30)€ML ={z€H:(zlm)=0Vme M}

H=M®M™* suma topolégico-directa:

lzl* = |1 Pas @)II* + e = P (@)II* (@ € X)

@ Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert estd complementado

Teorema de Lindenstrauss-Tzafriri (1971)

Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si, todo
subespacio cerrado de X estd complementado en X.
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X espacio pre-hilbertiano, F = {e) : A € A} C X sistema ortonormal:
(exles) =0 (A#8); el =1 VAeA

Base ortonormal cuando, ademds, X = Lin (E)

y

Propiedades de los sistemas ortonormales

H Hilbert, E = {e) : A€ A} C H ortonormal, M = Lin(E), z € H.

@ Desigualdad de Bessel: Z (zlex)|* < |||
AEA

@ Proyeccién ortogonal sobre M: Pys(z) = Z(w|e)\)e>\
AEA

o llz]? = 3" I(alex)® + 1z — Par(a)]?

AEA
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: [z = |(zlex)]* (z € H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e)\)(e>\|y) (z,y € H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e)\)e)\ (x € H)
AEA

@ En resumen: HEZQ

v

Clasificacion de los espacios de Hilbert

@ Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal

@ Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert tienen el mismo
cardinal: dimensién hilbertiana.

@ Dos espacios de Hilbert son isométricamente isomorfos si, y sélo si, tienen
la misma dimensién hilbertiana

@ Salvo isomorfismos isométricos, los (nicos espacios de Hilbert separables
son lév con NeNylp

A\
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